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POSICIONES DE EQUILIBRIO RELATIVO DEL PROBLEMA DE 34-1 CUERPOS
Y SU EVOLUCIOIQ
C.Sim6
Resumen.- Se estudian las p.e .r. del problema. de 4 cuerpos en
que una de las masas es infinitesimal y la evoluci6n de las
mismas en función de las relaciones entre las 3 masas finitas .
También se examina el comportamiento cazando se aumenta la masa
infinitesimal hasta el valor común de las otras 3 . Se indica la
evoluci6n del indice y se dan valores de las masas para los que
el potencial normalizado no es función de Morse .
Introducción .- Un tipo particular de soluciones del problema de
n cuerpos consiste en las llamadas p.e .r. en las que el movi-
miento se reduce a un giro con velocidad angular constante w
alrededor del c.d .m . Su conocimiento
a la clasificación topol6gica de los
por los puntos del espacio fásico de
dados) (véase
	
[7]) .
Si ri es la distancia de la masa mi al c .d .m. y ri
j
la distancia entre mi y mi , un resultado clásico (véase [7] ,
[1:]p.242) asegura que las p.e .r. corresponden a los puntos crí-
ticos de la función potencial
n
da a la esfera 2 Z mira = 1
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es además un paso previo
conjuntos Icp (formados
energía y momento angular
V = - L mimj/rij	restringi-~<<<
esto es, del potencial normali-
zado V
n ,
= V . ~ mira/2 . Se supondrá que
Junto
recientemente de un destacado estudio topol6gico debido
Palmore ( [4] , [5] ) .
i = 1 .
a resultados clásicos ([1] pp .228-257, [3]) se dispone
a
Las ecuaciones que caracterizan las p.e .r. son
(i,j,k) (r_3 - rjk) = o
	
(l)
i,j~k=1
xi yi
(cf. [l] p.241) , siendo '(¡,¡,k) =
1
xj y
j
1
xk
yk
1
del triángulo de vértices mi , mj , mk (con el signo correspon-
diente) . (Suponemos x__ , yi las coordenadas de mi en el plana que
contiene todas las masas) .
Si los n cuerpos están alineados el teorema ae Moulton
(véase 111 p.235, 171 ) afirma que para valores cualesquiera de las
masas existen n!/2 p.e .r.
= 2 veces el área
1l . Problema de 34.1 cuerpos con masas finitas iguales .- Enten-
demos por problema de 34-1 cuerpos el caso particular del pro-
blema de 4 cuerpos en que una de la.s masas es infinitesimal
(pero no nula) . Obviamente su influencia sobre las p.e .r. de
las tres masas finitas es despreciable, por lo qué éstae --dop-
tan una confijuracion de Lagrange o de Euler . En el pri.T~ "jr vaso
si fijamos ml	en(-l,o), m, en kl,o) y m~ en (o, F3) y
.
llamamos x,y a las coordenadas de m4 , de (1) se tiene . :
- ZY 8 = 1 m2 + ( /3 (x+1) -y) (1 - 1 m 3= 0
((X-1) 2+Y2)3/2 Ló X2 - 2 3 2
1 - .
Y 8 1 , n : + ( /3 (x-1),+Y) -
1
((x+1) 2+Y2) 3/2 j r (x2+ (Y-,f3) 2) 3/2 m 3= 0J
Otra posibilidad para hallar la posici6n de m4 consisté
en calcular los puntos estacionarios de la suma del potiencial
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gravitatorio creado por
Ilil
,m2,M3 y el potencial centrífugo
m~
	
m3 1
:_
í( (xa1) +Y ),/2 + ( (x-1) ¢ Y 1/ 2 + (X2+(Y-,f3) 2)1/2 + 16 ((xarill - )
2 +(Y-M311"2
(3)
Consideremos primero el caso ml = m2 = m3 , El problema,
rocuolto par Liadop, Schaub y Hütterhain ([1] p.245), presenta
lo soluciones que, salvo simetrías, se reducen a 4 . En la fig,l
aparecen las posiciones de las mismas y las curvas U = cte .
pasando por ellas. Las coordenadas de Lo , L1 , L4 , L7 son
L0 (0,F/3), L1 (o, .o99433651. . .), L4 (o,0l.293o21664 . . .),
L7 (o,2 .937347o79 . . .) (las ordenadas son ceros de un polinomio
de grado 12) . Los demás puntos se obtienen por giros de ángulo
21x/3 Y 4?f/3 alrededor de L0 .
Si m
3 _
está en (o,o) (posición de Euler), U se sustituye
por una función análoga U y aparecen Llo Y L11, simétricas, de
coordenadas (o,~ 1.139428225 ; . .) .
Todas las soluciones indicadas son simétricas. Cada una de
ellas puede ser prolongada (*) variando m4 desde cero al valor
común de las otras tres masas . Trivialmente las soluciones ob
tenidas serán simétricas . Condiciones iniciales distintas pue-
den evolucionar hacia p.e .r. del mismo tipo . Así, partiendo de
Lo o de Llo es llega a triángulo equilátero pero con dos masas
permutadas .
Sabemos ([2],[4]) que en el caso de masas iguales los úni-
cos tipos de p.e .r. simétricas no colineales son
a) Tres masas formando triángulo equilátero y la cuarta en
el centro.
b) Cuatro masas en los vértices de un cuadrado . Junto con
(*) La prolongación de las p.e .r. al variar una masa son siempre
posibles en el problema lineal, pero no así en el plano .
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la anterior son las soluciones clásicas conocidas . Esta
es la única solución convexa.
c) Tres masas formando un triángulo isósceles (de base, el
lado desigual,que vale 2 y altura 1 .8172393947238384 . . .
salvo factores de escala) y la cuarta masa sobre la al-
tura correspondiente a dicha base y a distancia
.650378472952o66o . . . .
Además ([4]) se conocen 4 tipos más de p .e .r. asimétricas
(2 de los cuales se obtienen por simetría axial a partir de los
otros 2) y en cada una de las cuales 3 masas están en los vér`
tices de un triángulo escaleno y la cuarta en el interior .
Las 12 posiciones del tipo Moulton se obtienen así : Sean
(-x,o),(-1,o) ,(l,o) ,(x,o) (con x>1) las coordenadas de mi .
Entonces
	
x satisface la ecuación x7 - 2x5 - 25=4 4. x3_ 6x2 - 1= o,
que tiene un único cero positivo : x = 3.162120398 . . .
Los valores de Vn para cuadrado, triángulo isósceles, equi-
látero y Moulton, con m . = 1/4, son, respectivamente ,
C24. F6)
-.1691941738 . . .( 432), -.1811095o6o.. ., -.181111o924 . . .( 64 )
y -.213877796o . . . .
Obsérvese que la diferencia relativa entre el caso equilá-
tero y el isósceles es de .88 " lo-5 , por lo que existe cierta di-
ficultad en la determinación numérica del caso isósceles . Análo
gos problemas se presentan en las soluciones asimétricas.
Teniendo en cuenta que por permutación de masas cada clase
puede originar otras (véase §3), se conocen en total 146 p.e .r.
del caso de masas iguales .
En la fig.2 se esquematiza cómo evolucionan las p.e .r. cuan-
do aumenta la masa infinitesimal . 9e obtienen todas las solucio-
nes simétricas del caso de masas iguales . Para una posible expli-
caciónvéase §3 .
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2 . Caso 341 . Masas f initas distintas.- Consideremos en (2) 6
(3) el caso
ml :! m2 !5m3
(los demás casos se tienen por simetría)
y veamos cómo se alteran las posiciones de los puntos L1 al va-
riar ml,m2,m3 .
De la ecraci6n (3) o a lY vista de la fig.l se tiene que
para m4 coincidiendo con mi(i=1,2,3), U vale -oo y que Lo ,L4 ,
L5 ,L6 son máximos, mientras nue Ll,L? ,L 3 ,L,~,LB,Ly son puntos
de silla. En la fig.3 se representan varias curvas U = cte .
para m,= .2, m2 = .3, m3 = .5 . Se observa la desaparición de Lo
y L
1
y la deformación de ]_as posiciones de los demás .
Partiendo de Lo , . . . , L9 en11
	
3 se aborda la prclor.-
gaci6n a masas cualesquiera. . P+:.rp representar dicYis prolonga,
ci6n empleamos el siguiente artificio - Llamamos triángulo de
masas a un triángulo equilátero de aristas unidad tal que las
coordenadas baricántricas de u:i punto dei. mismo son las masas
ml ,m? ,m3 . Los lados corresponden al rroblema de 24-2 y los vér-
tice9 al de 14.~ .
Debido a la ordenación de las masas basta estudiar un sexto
de dicho triángulo (ver fig.4) . En principio (esto es, si son
prolongables) a cada uno de los diez puntos Lo , . . .,L9 que se
tenían para, ml=m2=.r:3 le corresponderá una, p.e .r. en el caso de
masas cualesquiera, función del punto considerado en el triángu-
lo de masas . Así, puede darse la imagen de ese triángulo por las
lo aplicaciones de determinación de p .e .r . En la fig.4 se repre-
sentan dichas imágenes . Las líneas que aparecen en el interior
de cada imagen del triángulo ABC corresponden a m,= cte .
Para Lo y L1 es
imposible la prolongación a todas las masas.
Para las que están sobre la curva EF del triángulo de masas se
confunden Lo y L1 . Para
masas en AEF son prolongables las lo
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p. e . r ., mientras que para el resto de masas en ABC s61o lo son 8 .
La linea EF tiene su imagen, tanto en la prolongación de L0
como en la de L1 en la 'línea E0 F0 -
E
l
F
1
.
La determinación de EF se ha hecho por un procedimiento in-
verso : Dada una p.e .r.,se obtienen las masas correspondientes .
Si se exploran las lineas
	
x= cte. en el triángulo de p.e .r.
se tiene ^ue m2 = f,,(Y,x) m3 = f3(Y,X) (4)
que, -,uo3 .-3 ,oot3=rse dé (2) con m1=1-M2-M3
Eliminando y : %o(m21m3 0x) = o . La envolvente de esta fami-
lia de curvas es la. relación deseada entre m2 y m3
. En la fig.5
se representan las curvas (4) para distintos valores de x y se
dalr valores numéricos . La obtención de la envolvente se ha lle-
vado a cabo numéricamente. La línea E0F0 =-E1F1
es tangente a
A1F1 y a A3F3 en hl--_
?3-
Un estudio análogo puede llevarse a cabo con Llo,Lll,
que
permanecen para todo valor de las masas .
13 . Estudio del indice .- Consideremos el valor del indice de
t1orse, esto es, el número de valores propios negativos del Hes-
siano de V . Por cálculo directo se obtiene en el caso de masas
n
iguales que al cuadrado le corresponde indice 4, al triángulo
equilátero 2 y al isósceles 3 . Las 12 posiciones del tipo
IrIoulton tienen indice 2 (no son posibles mas que indices entre
2 y 4 . Véase [4]) .
Por otra parte, del triángulo equilátero se deducen por
simetría 8 p.e .r., del cuadrado se obtienen 6 y del isósceles
se llega a 24 . El n° de p.e .r . de indice Dar menos el n°- de
las de índice impar vale 2 y concuerda con el valor que se ob-
~p 5
tiene vía homología según el teorema de Morse (cf . [6] , [4]) .
Las 96 posiciones asimétricas deben repàrtirse en 48 de índic e
2 y 48 de índice 3 . ( Vn es función de Morse excepto rara un
conjunto de masas de medida de Lebesgue nula, N) .
En el problema de 3 cuerpos las p .e .r. de Lagrange tiene n
índice 2 y las de Euler 1 , El índice de la función (3) para Li
vale 2 en los máximos y 1 en los puntos de silla. Se obtiene el
índice de ñ en Li gracias al siguient e
Lema.- El índice de un punto crítico de Vn es la suma d e
los índices en dicho punto de U y del potencial normalizad o
correspondiente al problema de 3 cuerpos que se obtiene exclu-
yendo m4 .
Demostración .- Sean (-1,o), (1,o), (x,y), (z,t) las coor-
denadas de m1 , m2 , m3 y m4 respectivamente . Vn = (A4- m4B) \/C 4 m4D
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donde A y C son función de m1 ,m2 , m3 ,x,y ; B y D son función de
mi, m2, m3, x ,Y9 z 9 t11
Si m4 es suficientemente pequeño m 4D/C «1
=o*
Vn = (A4- m4B)I (1 4 m4D/2C) 4- O( m
4
) = Aí 4- m4 k/U (B4.
2C
D) 4- O(m4) .
Av es el potencial normalizado correspondiente al problema de
3 cuernos con m1 ,m2 ,m3 . B es el potenci

creado por m1 ,m2 ,m3
en el punto (z,t) . Trivialmente C =

m r2/2 .
A

i=1 i 1

2

APara que sea U = B 4 . R-D basta probar que w = 2C que
se obtiene integrando la relación que iguala para m1 ,m2 ,m3 l a
fuerza de atracción con la centrífuga (cf .íl]p .242) .
Si f = f1 (x,Y) 4- F f2 ( x , y , z , t)

3 ¿o IVEe(o,E0] el índice
de un punto crítico de f es la suma de los índices correspon-
dientes a f1 y a f2 considerando f2 como función de z,t ,
si éstos son no degenerados . En efecto, sea ak = I(sij )I 1si,js k
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siendo
aii
las componentes de D 2f . El índice es el número de
cocientes negativos en Q k/dk-1 , k=1.4, do=1, si todos los b k
son no nulos .
Para k=1,2 se tiene el indice de fi .

3 = fD2f2 0(E2 ) y
d4 = E2 (D2f2 D2f2 - (DzDtf2)2) .1 0(E3 ) .

d
Los índices obtenidos son : Lo indice 4 ; Ll indice 3 ; L4
índice 4 ; L7 índice 3 . Para Llo,Lll se tiene indice 3' . Los
12 puntos de Moulton Permanecen con indice 2 . En resumen, en
el caso 34-1 : Si Lo y L1 no se fusionan, hay 12 puntos de indice
2, 18 de índice 3 y 8 de indice 4 , manteniéndose 12-184.8= 2 .
Si Lo y L1 desaparecen, se llega a 12, 16 y 6 re s pectivamente .
Sabemos que el número de puntos de indice 2n-4-i, Ii 4,p,), en el
problema de n cuernos viene acotado inferiormente por 1.( i (n) ,
cuya expresión es

M i (n) = lit (n- 1- i) (n- 2)! (según [5]) .
Estas cotas coinciden exactamente con los valores que s e
tienen en el problema de 3 cuernos . En el de 4 se alcanzan la s
cotas Para m4 infinitesimal (o suficientemente Pequeña) y m,, m2 ,m3y
fuera de la región AEF y sus simétricas . En total el caso 34-1
presenta 38 p.e .r . en AEF y 34 en ABC - AEF .
A la vista de los índices de Li , de los índices en el cas o
de masas iguales y del ¢1 se observa que si m 1=m2=m3 y m4 evo-
luciona desde m4 , o hasta alcanzar el valor de las otras masas ,
se producen cambios de los índices . Estos corresponden a valore s
de las masas para los que las p.e .r . son puntos críticos degene -
A4
La no degeneración en el caso de f 2 asegura que 3 Eo i VEE(o,lo
Qk•dk > o , k=3,4, lo nue prueba el Lema .
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rados .
Analicemos el caso de Lo . Evoluciona a triángulo equil°a-
tero con m4 en el centro . Es la única p,e .r. que admite valo-
res distintos de las masas (véase [3]) . El Hessiano contiene
Q
m4
(aparte de factores no nulos) un polinomio de grado 8 en r.i =
que tiene ceros dobles en t = o y en i =

1 855 y no
tiene más ceros en [o,l] . Para ti =

.77o48695 . . . se pro-
duce una variación del índice de 4 a 2 .
En el caso de Llo se tiene la transición de indice 3 a 2
para tt.& .9920 . . . . Come en este caso hay un cambio de parida d
del indice y hay 6 p .e .r . del tipo Llo (en realidad 3 de Llo y
3 de L11 ), la transición debe ir acompaflada de la desaparición
de 12 puntos de indice 3 . Estos parecen corresponder a los 1 2
casos de triángulo isósceles que no se obtienen por evolució n
a partir de m4 > o , esto es, los que son asimétricos par a
m4 1 . Se sugiere el esquema de la fig.6 .
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